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. LUAS DAERAH

Perhitungan lu
grafik fungsi y
sumbu X telah
integral tentu.

as suatu daerah yang dibatasi oleh
= f(x), garis x = a, garis x = b dan
kita bahas dalam pembahasan

Namun untuk daerah yang lebih kompleks akan
kita bahas secara detil pada perhitungan luas
daerah dengan menggunakan integral tentu.

Selain dari itu,

integral tentu akan kita gunakan

juga untuk menghitung volume benda pejal yaitu

benda yang di
dengan suatu

nasilkan bila suatu daerah diputar
sumbu putar. Panjang kurva akan

Kita bahas pac

a bagian akhir dari bab ini.



Luas Daerah di Bidang

Diketahui daerah di bidang | .-’1
sepert1 pada gambar di | 2" /\
samping, bagaimana kita

r
i | 4
dapat menghitung luas \1__ <T———
daerah tersebut?

Pada prinsipnya. kita dapat membagi daerah tersebut
menjadi beberapa bagian. di mana tiap bagian me-
rupakan daerah di antara dua kurva. Jadi persoalan-
nya adalah bagaimana menghitung luas daerah di
antara dua kurva, yang akan dibahas selanjutnya.
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Misal suatu daerah dibatasi oleh y = f(x) > 0, x =a , x = b dan sumbu X.
Maka luas daerah dihitung dengan integral tentu sebagai berikut :

b
L= l fi(x) dx
i

Bila f(x) < 0 maka integral dari f(x) pada selang [a,b ] akan bernilai
negatif atau nol. Oleh karena itu luas daerah yang dibatasi oleh y = f(x)
<0, garis x = a, x = b dan sumbu X, dituliskan sebagai berikut :

b
L= —J f(x) dx
i

Untuk daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi yang dinyatakan secara
eksplisit dalam peubah y, yakni x = v(y), garis y = ¢, y = d dan sumbu
Y, maka luas daerah : d

L= I viv) dv

C



Contoh 1. Hitung luas daerah
(tertutup) yang dibatasi oleh
kurvay = x* dany = x.

Jawab: Misal kita “1r1s” daerah
tersebut secara vertikal, dan
tiap 1risannya mempunyai lebar
AX dan tinggi kira-kira sama dengan x — x*, sehingga
luasnya adalah AL = (x — x?)Ax (lithat gambar). Jadi.
luas daerah tersebut secara keseluruhan adalah L =
D (X —xH)AX. Ambﬂ l[imitnya. kita peroleh

L = j(x X )dx—- L——
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Contoh 2:

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh
f(x)= x3-3x? - x + 3, sumbu X, garis x =0
dan x = 3.

Jawab :

Kita lihat bahwa f(x) > 0 pada selang [ 0,1 ]
dan f(x) <0 pada selang [ 1,3 ].

Luas daerah :

1 3 1, . 3 \
L = _[ F(x) dx— i f(x)dx = | [__.1'3 _3x% —x —3}{:51‘ — | [._.1'3 _3x% —x+ 3}(3.1‘

0 1 0 1
= &§3
574
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Bila suatu daerah dibatasi oleh dua buah grafik fungsi, misal v = f{x) dan y = g(x)
diberikan sebagai berikut :
(1) Misal daerah dibatasi oleh grafik v = f(X). y = g(x). X = a dan x = b dengan f(x) = g(x)

unfuk x € [a.b]. Maka luas daerah
b

L=[[f)-g@)]dx

(2) Misal daerah dibatasi oleh grafik x = w(y), x = v(y), v = ¢ dan y = d dengan w(y) =
v(v) untuk v < [c.d]. Maka luas daerah :

&5

-

C

() =v(y)] dv
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Contoh 3 :

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh
y2 = 4x dan garis 4x - 3y = 4.
Jawab :

Langkah pertama yang dilakukan adalah mencari titik potong kedua kurva. Didapatkan
titik potong keduanya yaitu ( %4-1) dan ( 4.4).

Wed ) 4

Pada selang [ -1.4 ], = ;2 "4 . Maka luas daerah L = | |
S |

-1

'R
Jv+4-y | 125
= 1 Iﬂf}l=_
4 | 24

A
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Soal Latihan

Hitung luas daerah yang dibatasi oleh grafik berikut :

1. y=33-432—33.y=[]x={].x=3
2. x=}rz-4}f._:~:=ﬂ._}f=ﬂ._y=4
3. :{E=y.y=:~;+2
+, j,r=::i;3._}r=-x._}f=5
5. }FE='I'€._}“’=}{-6._}?=-1._}F=4
6. V=X, yv=4, y=-X 72
.

3 2 2
7.y=X -2X.y=2X -3X,Xx=0.,x=3

8. v=smxX.y=cosxX.x=0,x=2nm.
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Il. VOLUME BENDA PEJAL

Benda putar yang sederhana dapat kita ambil contoh
adalah tabung dengan besar volume adalah hasilkali luas
alas ( luas lingkaran ) dan tinggi tabung. Volume dari
benda putar secara umum dapat dihitung dari hasilkali
antara luas alas dan tinggi. Bila luas alas kita nyatakan
dengan A(x) dan tinggi benda putar adalah panjang selang
[ a,b ] maka volume benda putar dapat dihitung
menggunakan integral tentu sebagai berikut :

b
V= A@x) dx

Untuk mendapatkan volume benda putar yang terjadi
karena suatu daerah diputar terhadap suatu sumbu,
dilakukan dengan menggunakan dua buah metode yaitu
metode cakram dan kulit tabung.
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Volume Benda Pejal di Ruang;

Metode Cincin

Bila suatu daerah D diputar —
mengeliling1 sebuah sumbu. / D \
maka akan diperoleh suatu [ T
benda putar. Bagaimana C

4

menghitung volumenya?

Contoh 2. Daerah yang dibatasi
oleh kurva y = x* dan y = x
diputar mengeliling1 sumbu-x.
Hitung volume benda putar
yang terbentuk.




Jawab: Tiap ir1san membentuk cincin dengan jari-jan
[uar x2. jar1-jar1 dalam x*. dan tebal Ax. yang volume-

nya adalah AV = n(x* — x*)Ax. Jumlahkan dan ambil
limitnya, kita peroleh

b2

4

15 °

V :jﬂ'(xz —x")dx = ﬂ'[‘;—:‘?i =
0
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Metode Cakram

Misal daerah dibatasi oleh y = f(x), y = 0, x = a dan x = b diputar dengan sumbu putar
sumbu X. Volume benda pejal/padat yang terjadi dapat dihitung dengan memandang
bahwa volume benda padat tersebut merupakan jumlah tak berhingga cakram yang
berpusat di titik-titik pada selang [a,b].

Misal pusat cakram ( x,,0 ) dan jari-jari r = f(xo0). Maka luas cakram dinyatakan :

A(x, )= = f?(x,). Oleh karena itu, volume benda putar : b .
v=[x[f]
a

Sedang bila grafik fungsi dinyatakan dengan x = w(y), x =0, y = cdan y = d diputar
mengelilingi sumbu Y maka volume benda putar : d

Vo= jﬁ[11'(1')]2d1'

Bila daerah yang dibatasi olen y = f(x) > 0, y = g(x) > 0 { f(x) > g(x) untuk setiap
x € [a,b] }, x = a dan x = b diputar dengan sumbu putar sumbu X maka volume :

d . A
7 = [ s

Bila daerah yang dibatasi oleh x = w(y) >0, x = v(y) > 0 { w(y) > v(y) untuk setiap
ye[c,d]}, y=cdany=ddiputar dengan sumbu putar sumbu Y maka volume :
b .
5 5)
v =[zl[r@]" -[gw]") ds

&
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Contoh

Hitung Volume benda putar bila daerah yang dibatasi oleh : y = x2 dan y? = 8x
diputar mengelilingi

a. Sumbu X.

b. Sumbu Y

Jawab :

Kedua kurva berpotongan di ( 0.2 ) dan ( 2.4 ).

a. Pada selang [ 0.2 ]. J8x = % . Volume benda putar =
M —e (5
V =r| [{Jﬂ_ﬂl) - [:1,2 _ﬂdx = 4—:?1:
0

5
b. Pada selang [ 0.4 ]. \/1_ = 1? . Volume benda putar =

sl o (V] am
penf (| 2] =2
0 RS; 15
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Contoh :

Hitung volume benda putar bila daerah yang dibatasioleh : y =2 - x?,
y = -x dan sumbu Y, bila diputar mengelilingi garis y = -2

Tawab :

P

Kedua kurva berpotongan di ( -1.1 ) dan ( 2.-2 ). Pada selang [ -1.0 ] berlaku 2 - X~ = -x.

“

Jarak kurva y = 2 - X dany = -x terhadap sumbu putar ( garis y = -2 ) dapat dipandang

sebagai jari-jari dari cakram. berturut-turut adalah ( 4 - };2 )dan ( 2 - x ). Oleh karena itu,

volume benda putar :

0 1/ ,
V= J'I_Jl i_(ar_;ﬁ)‘ —(Z—Ig}ﬂdﬁr =?E
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Metode Kulit Tabung

Metode berikut sebagai alternatif lain dalam perhitungan volume benda
putar yang mungkin lebinh mudah diterapkan bila kita bandingkan
dengan metode cakram.

Benda putar yang terjadi dapat dipandang sebagai tabung dengan jari-
jari kulit luar dan dalamnya berbeda, maka volume yang akan dihitung
adalah volume dari kulit tabung.

Untuk lebih memperjelas kita lihat uraian berikut. Pandang tabung
dengan jari-jari kulit dalam dan kulit luar berturut-turut r1 dan r2, tinggi
tabung h. Maka volume kulit tabung adalah :

AV =(mrn —mr) h=27mrh Ar

h —H .
dengan : ~ = 1 (rata — rata jari — jari). 1n — 13 = Ar
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Bila daerah yang dibatasi oleh v = f{x), y = 0, x = a dan x = b diputar mengelilingi

sumbu Y maka kifa dapat memandang bahwa jari-jari r = x . Ar = Ax dan tingg tabung

h = f{x). Oleh karena itu volume benda putar = b
V= flfrx f(x) dx

()
Misal daerah dibatasi oleh kurva y = f(x). y=g(x) { fX) 2 gx).x € [ab] }. x=a
dan x = b diputar mengelilingi sumbu Y. Maka volume benda putar = b
V = f 2 J'rx[f (x)— g(x}] dx
1

Bila daerah dibatasi oleh grafik yang dinyatakan dengan x = w(y). x =0, y = ¢ dan
d

V = j'zzry w(y) dy
(&

v = d dipufar menegehlng sumbu X, maka volume =

Sedang untuk daerah yang dibatasi oleh x = w(y). x = v(v) { wW(y) = v(v). ve[ ¢.d ]}.
y = ¢ dan y = d diputar mengeliling sumbu X, Maka volume benda putar =

d
Vo= f 27Ty [H-‘(j‘] — 1-1(1-‘)] dy
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Contoh :

Hitung volume benda putar bila daerah yang terletak di kuadran
pertama dibawah parabola

y = 2 - x? dan di atas parabola y = x? diputar mengelilingi sumbu Y.
Jawab :
Kedua parabola berpotongan di ( -1.1 ) dan ( 1,1 ). Pada selang [ 0.1 ], 2-x*>x*. Bila

digunakan metode kulit tabung. volume =

I 5
V=2 .1{(2 —x’ _l— :u'lld:{ =T
0
Bila kita gunakan metode cakram. maka daerah kita bagi menjadi dua bagian yaitu : pada

selang 0 =y = 1 dibatasi x=./2 —y dan sumbu Y sedang pada selang 1 <y < 2 dibatasi

X= ,ﬁ dan sumbu Y. Oleh karena itu volume =

1 2 .
V=7 [JT!Z dy +7| (_JE—}')“:#' =T
0 1
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Contoh :

Hitung volume benda putar bila daerah D yang dibatasi

olehy =1 -x?, sumbu X dan sumbu Y bila diputar
mengelilingi garis x = 1

Jawab :

Misal di ambil sembarang nilai X pada daerah D maka didapatkan tinggi benda pejal, ( 1 -
}{2 ) dan jari-jari ( jarak x terhadap sumbu putar / garis x =1 ), ( 1 + x ). Oleh karena itu,
volume benda putar :

0 | y : 5

V=2m|(l+ ,1'_](1 P ]ri\' =7
* 4 6
-1
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Soal Latihan

( Nomor 1 sd 8 ) Hiung volume benda putar bila daerah berikut diputar dengan sumbu

putar suunbu X.
1. }F=KE._K={LK=2J=[} 5. y=smx y=cosx, x=0.x=7/4
2. y=1xx=1Lx=4.y=0 6. }’=x‘1—1,y=x—3
1 )
3. y=9-x.y=0 7. y=UX. V=X
2 2 3
4. y=X.,y=4x 8. y=X.y=X.

( Nomor @ sd 15 ). Hitung volume benda putar bila daerah berikut diputar mengelilingi

stunbu Y.

9. x=1-y.,x=0
T
10. x = jcos y. vy =0.,y =—2._x= 0

1l.y=2Ky=1ly=3.x=0
7

12.y=x-1.x=2,y=0 14, x=7.x=y+2

a a 1 a
13.y=X.X=Y. 15.x=1-y.x=2+y.y=-1,y=1
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Latihan

16. Himg volume benda putar dari daerah yang terletalk di kuadran pertama yang dibatasi
5 .

oleh v = X, garis X = 4 dan suunbu X. Bila diputar mengelilingi
a. Garisx=4
b. Garisy = 8
17. Hihimg volume benda putar dari daerah yang terletalk di kuadran pertama yang dibatasi
oleh }; = }{3._ garis ¥ = § dan sumbu Y. Bila diputar mengelilingi
a. Garisx=4
b. Garis y=28

( Nomor 18 sd 21 ) Hitung volume benda putar dengan sumbu putar sumbu Y untuk
daerah yang dibatasi oleh:

13, y =cos 15;2._ yv=0.x=0.x=%\m. 20.x= }F‘I._ V= 15;2.

19.y=2x- 1,y=-2x+3,x=3 21.y=2x-x.y=0
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Latihan

( Nomor 22 sd 25 ) Hitung volume benda putar dengan sumbu putar sumbu X untuk
daerah yvang dibatasi oleh:

ﬂjFZLFZLEZG

T. Xx=2y.y=2,y=3.Xx=0

&y=f{x=Ly=D
9

XYy =4 X Ty =35

( Nomor 26 sd 29 ) Gambar dan arsir daerah D dan hitung volume benda putar yang
terjadi bila daerah D dan sumbu putarnya diberikan berikut :

26. v=A/x . x=4.y=0:carisx=4
27.y=1-X (x20).x=0.y=0:garisx=2
28.x=y .y=2.x=0;garisy=2

20, x=./2v+1,y=2.x=0.vy=0 :garisy=3
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lll. PANJANG KURVA

Persamaan kurva seringkali dinyatakan dengan peubah x dan y. Namun adakalanya

dinyatakan dengan parameter. Kita dapat mengambil contoh berikut. Persamaan lingkaran:

7 7 ., , g .
X~ +y°~ =a" dapat juga dituliskan dengan x =acostdany=a sintdengan 0 =t = 27.

t disebut parameter.

Dalam perhitungan panjang kurva bidang yang dinyatakan dalam parameter. kita
membatast unfuk kurva bidang vang smooth atan mulus. Unfuk itu diberikan definisi
berikut :




B
Definisi : Kurva Mulus

Kurva yang ditentukan oleh pasangan persamaan parameter, x = f(t), y = g(t) , a <t
< b dikatakan smooth (mulus) bila turunan pertama f * dan g * ada dan kontinu
pada selang [ a,b ], f ‘ dan g ‘ tidak secara bersama-sama bernilai nol pada selang
[a,b].

Misal f(x) kontinu pada [a,b]. Maka untuk menghitung panjang kurva f(x) sepanjang
selang [a,b] dilakukan sebagai berikut :

Bagi selang [a,b] menjadi n sub selang sama panjang dengan panjang sub selang
Ax. Pada sub selang ke-k, [ x,_, X, ] didapatkan nilai fungsi pada ujung sub selang
yaitu f(x,_;) dan f(x,). Misal L, merupakan panjang ruas garis dari titik (x,_, f (X, _,))
ke(x, , f(x, )). Maka :

I = \/[ A2+ 7 ()~ £ (v }]2

flxg)— flag-1)

= f"xp| . xp €[xf—1.X s
Ax fl”f.' Y €[Xf=1.%] maka

Dari  teorema milai  rata-rata.

didapatkan: Lj = \/ 1+

S | *-.E: |] Ax
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Jadi panjang kurva f{x) sepanjang selang [a.b] didekati oleh :

) H . 12
D L= \21+’f’|,1'; )] Av wnfukn — .
k=1 k=1 o

Atan

b
L= Hl—[f‘t:ﬂ]z dx
a

Bila kurva dinyatakan sebagai x = w(y). maka panjang kurva pada selang [ ¢.d | :
d
L= IJI —[u"{}-‘}]z dy
[

Sedangkan bila persamaan dinyatakan dengan persamaan parameter, X = 1{t).

yv=g(t).a=t= bmaka panjang kurva = I ? J[f _(r}]g . [g'(f}]z ”

13T [5]

atau
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Contoh :

Hitung panjang kurva y = x 32 dari titik ( 1,1 )
sampai titik (4,8 ) !

Tawab :

4 2 4 3 \
Ji:=b|'\/1—{"i”1 fﬁ::j 1= 2% d.r={%|l+gxx|é 4_8 ‘flE]«le —l—gﬁfls‘
1 1 \ /

1 dx | 4 4 |I1 27
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Contoh :
Hitung panjang keliling lingkaran x? + y? = a2
Jawab :

7 2 2 . . q- :
Persamaan x~ + v~ = @~ diubah menjadi persamaan parameter : x =acostdan y=a sin t

dengan 0 < t < 27, Substitusikan : dx/dt = - a sin t dan dy/dt = a cos t ke dalam :

25T 2 12
L \/{@ _Fﬂ P
o \Ldt ] dr |

Catatan : Bandingkan hasil di atas dengan hasil vang diperoleh bila kita gunakan rumms

untuk mencari keliling lingkaran dengan jart-jari r = a.
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Soal Latihan

( Nomor 1 sd 7 ) Hitung panjang kurva berikut :

1. y=x " dar (1,1) ke (2.22)

|

L y=3x% "darix=0kex=1

4

3 X
V= +
16 942

darix=2kex=4

4. 24xy=y +48dariy=2key=4

V¥ ,
5. x =+ +‘er dariy=1key=4

1/ 2 W32
6. .1:=—|‘1-“+2|| dariy=0key=1

X
7. y= [ —1du ,1<x<2
1
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( Nomor 8 sd 11 ) Sket grafik dari persamaan parameter yvang diberikan dan tentukan

panjangiya.

8. x=t,y=t:0<t<4

0. x=3t+2,y=2t-1:1<t<3.
10.x=4cost+5 y=4smt-1:0=t=2m,

l1l.x=t-sint,y=1-cost,0=t=4m.

12. Daerah D merupakan daerah tertutup yang dibatasi oleh v = "-..I'IS .y=1dan x=4.

a. Gambar dan arsir daerah D
b. Hitung luas daerah D
¢. Hitung keliling daerah D

d. Hitung volume benda putar yvang terjadi bila daerah D diputar terhadap garis x = 1.



Momen dan Pusat Massa

Misalkan kita mempunyai kawat yang kita letakkan
pada garis bilangan real sehingga menutupi selang
la.b|. Misalkan diketahu1 rapat massa kawat tersebut
d1 titik x adalah p(x). Maka. massa potongan kawat
yang lebarnya Ax kurang-lebih akan sama dengan
Am = p(X)AX.

 —
0 a Ax b

Jumlahkan dan ambil Iimitnya. kita peroleh massa

kawat tersebut: b
m= j O(x)dx.
[
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Kita juga dapat menghitung momennya terhadap titik
0. (Momen = jarak X massa.) Pertama. momen tiap
potongan kawat dengan lebar Ax terhadap 0 adalah
AM = xp(x)Ax. Jumlahkan dan ambil limitnya. kita
peroleh momen kawat tersebut terhadap O:

b
M = IJ’;)(J*)dx.

Dengan mengetahu1 massa kawat dan momennya
terhadap 0, kita dapat menentukan pusat massanya.

- b
yakni M L xp(x)dx

X = : .
m J p(x)dx
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Contoh

Diketahui kawat dengan panjang 10 cm dan rapat
massa di setiap titik sama dengan 3 kali kuadrat
jarak titik tsb dari salah satu ujung kawat.

Tentukan massa dan pusat massa kawat tersebut.

Jawab: Kita letakkan kawat tersebut sehingga
menempati selang [0,10] pada garis bilangan real.
Maka, rapat massanya di titik x adalah p(x) = 3x2.

Massa kawat tersebut dan momenya terhadap O
adalah I I
m=[3x7dx=1000: M = [3x’dx =7500.
0

0
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Sekarang misalkan kita mem-

punyai suatu keping homogen E:@J
(rapat massanya p konstan) yg \l
menempati daerah D yang ter-

letak di1 antara dua kurva. sebut
y = f(x) dan y = g(x), seperti
pada gambar. Iris daerah D secara vertikal. Maka.
massa, momen terhadap sumbu-y. dan momen ter-
hadap sumbu-x dar tiap risannya adalah

Am = p[f(x)— g(x)|Ax:
AM | ~ xp[f(x) — g(.r)]&x;

AM, =1 p|f (%)’ - g(x)’ Jax

}’—g{"ﬂ
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ordinat, yakni

m=p r L/ (x) — g(x) Jdx:

M, =p| x[f(x)-g@x)dx:

b 2 2
M, ] [ s ke
Koordinat pusat massa keping tersebut adalah

—_ "ZM-L! - J.MT
v = —, V= :

I m

Jumlahkan dan ambil lmitnya. kita peroleh massa
keping dan momennya terhadap kedua sumbu ko-
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Contoh

Diketahui keping homogen dengan rapat massa 1 yang
menempati daerah yang dibatasi oleh kurva

y =Vx dany = x2.
Tentukan massa dan pusat massa keping tersebut.

Jawab. Massa kepintr tersebut adalah

m = J.(\/: X° )dx——

Momennya terhadqp kedua sumbu kmrdm'lt adalah

1 . .
M, = L x(+/x — x2)dx = 2

1




Dengan demikian pusat massanya adalah (9/10.9/10).
(D1 sin1 pusat massanya terletak pada garis y = x.
yang merupakan sumbu simetr1 keping tersebut.)

Latihan. Tentukan massa dan pusat massa keping
setengah lingkaran x- + y2 = 1 bagian atas.

Teorema Pappus. Jika suatu daerah D -
. . ol )
pada bidang diputar mengeliling1 suatu \7@/
|
|

sumbu vang tidak me-motong D, maka

volume benda putar yang terbentuk sama |
[ |

dgn luas daerah D kali keliling lingkaran \/
yang ditempuh oleh titik pusat massa D.




